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Abstrak
Suatu word takhingga w dikenal (recognized) oleh automata A jilu word tersebut
merupakan label dari suatu lintasan sukses. Lintasan sul<ses dari suatu autornata adalah lintasan
yang dimulai dari suatu state inisial dan melintasi state final tak hingga kali. Himpunan sernua
word yang diterima oleh, dinotosikan dengan L(AI. Jil(a A, A'1 dan 42 masing-masing
merupakan automata Buchi unambigu dan lengkap, dimana X=L(A}-, Xt=L(A)dan
Xz = L(Azl . Jika digunakan metode balat yang terdapat di (Eilenberg,l974) , dalam pembentukan
automatayang dapat mengenal himpunan XC, X.tlX2dan X1fiX2, automatayang terbentuk
tersebut belum tentu merupakan automata unambigu dan lengkap. Maknlah ini akan membahas
cara membentuk autotndta-automata Buchi unambigu dan lengkap, yang dapat menerima
himpunan word Xc, Xl lJX2dan X1f iXz.
1. Pendahuluan
Pada tahun 1962, untuk membuktikan decidability dat'r second-order logic J.R Buchi ,
menggunakan suatu automata yang dapat menerima atau mengenal himpunan word tak'hingga.
Dalam perkembangannya , automata Buchi juga digunakan dalam pembuktian properti-properti
yang terdapat di logika temporal flsistla et all ,1987; Z.Rustam,2002a]. Automata Buchi adalah
suatu automata nondeterministik, yang dilengkapi dengan suatu himpunan state inisial dan
himpunan state final. Suatu word tak hingga dikenal oleh automata Buchi jika word tersebut
merupakan label dari suatu lintasan sukses. Yang dimaksud dengan lintasan sukses adalah lintasan
yang dimulai dari suatu state inisial dan melintasi state final tak hingga kali. Tetapi tidak semua
himpunan rasional dari word takhingga dapat dikenal oleh automata Buchi deterministik
(Landweber,l969).Disamping itu operasi komplementasi pada automata Buchi lebih sulit ( Sistla et
all,1987).
Makalah ini merupakan kelanjutan dari (Z.Rustam,2002b). Makalah tersebut
menitikberatkan pembahasan untuk masalah yang berkaitan dengan ambiguitas dari automata
Buchi. Automata Buchi dinamakan automata unambigu jika setiap lintasan sukses di automata
Buchi , merupakan lintasan berlabel word tal<hingga tunggal. Unambiguitas pada automata ini
disebabkan oleh sifat relasi transisisi di automata dan juga tergantung dari state final. Sistimatika
penulisan makalah ini sebagai berikut , pada bagian kedua diberikan definisi dasar tentang word
takhingga, automata Buchi. Bagian ketiga akan membahas konsep unambiguitas dan karakteristik
dari automata Buchi, baik untuk word tak,hingga. Bagian keempat dari makalah ini membahas
tentang kombinasi boolean dari automata Buchi unambigu dan lengkap
Sebagai bahan rujukan untuk konsep dasar automata dapat digunakan
(Hopcroft,1979).Penjelasan lengkap dan terperinci tentang automata untuk word tak.hingga dapat
ditemui di (Thomas,1990). Sedangkan pembahasan lengkap tentang word tak hingga dapat
digunakan ( Penin,2000).
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L Definisi Dasar
Alphabet adalah suatu himpunan hingga I dimana elemennya dinamakan karakter.
Barisan karakter-karaketer dari A ,l!=Q1?2...aa dan W=d1Q2..., dimana aieZ, masing-
nasing dinamakan word hingga dan word taV,bingga . Notasi-notasi t' , t'masing-masing
digunakan untuk menunjukkan himpunan word hingga dan word talchingga. I* = X'-{A}
dimana A adalah word dengan panjang nol.
Automata Buchi A=(I,Q,E,l,F)adalah suatu automata nondeterministik dimana Q
himpunan state, lcQ danFcQ masing-masing dinamakan hirnpunan state inisial dan state
final. E c Q x ExQ himpunan relasi transisi. Suatu transisi (p,a,g) dari automata A dinotasikan
dengan p1q.
Lintasan f =eoe,r...en di automata A unfiikword u=a1a2...Qn, adalah suatu barisan state
atau barisan transisi konsekutif yaitu :
r :es-3+q^ " '  1. . .4gn, dimana gi  eQ a,  €t
Dalam hal ini word u disebut juga label dari lintasan r. Lintasan r berlabel word takhingga
w=et?z...di automata A dinamakan lintasan inisial jika go el. Lintasan r , berlabelword
ukhingga w, di automata A dinamakan lintasan final jika lqeF sedemikian sehingga
g muncul tak hingga di lintasan r. Lintasan yang sekaligus merupakan lintasan inisial dan lintasan
frnal , dinamakan lintasan sukses.
Suattt word takhingga w dikenal atau diterima oleh automata A jika word tersebut
merupakan label dari suatu lintasan sukses. Himpunan semua word yang diterima oleh A
dinotasikan dengan L(Al , Himpunan word X adalah rasional jika dan hanya jika ada automata A
sedemikian sehingga X = L(Al .
Suatu state g +eodari automata Buchi adalah state coaccessiblejika dan hanya jika state
{ tersebut merupakan state inisial untuk lintasan sukses. A adalah suatu automata trimjika semua
state dari automata tersebut merupakan state coaccessible.
Automata ,{=(l,Q,E,l,F)adalah suatu automata kodeterministik jika untuk setiap
pasang (a,g)elxQ , ada paling banyak sebuah p€Q sedemikian sehingga p1q
merupakan suatu transisi di automata A. Dalam beberapa literatur state p dinyatakan dalam
bentuk p = a. q . Sehingga transisi p-1q dapat juga dinyatakan dalam bentuk
a. q -2--+g . Notasi a > g digunakan untuk menyatakan transisi a. q--:+q . tJntuk word
u = a1a2... an dan state g , lintasan tunggal berlabel u yang berakhir di state g dinotasikan
dengan u>q,dimana:
u .  q *-4.. . -------  €In-2en-rdn. e -3n4?n-11n. Q -4 an. Q --44 .
3. Karakteristik Automata Buchi
Dalam bagian ini akan dibahas tentang konsep unambiguitas dan karakteristik dari
automata Buchi untuk word takhingga.
Definisi I
Misalkan A automata Buchi dan w word takhingga.
A adalah automata Buchi unambigu jika dan hanyaiikn
banyak sebuah lintasan final .
A adalah automata Buchi lengkap jika dan hanya jika
sedikit sebuah lintasanfinal .
w 
.merupakan label dari paling
w merupakan label dari paling
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Karena lintasan final hanya ditentukan oleh
maka suatu automata unambigu atau lengkap , tidak
tersebut.
hansisi dan state final dari suatu automata
tergantung pada state inisial dari automata
Gambar.I : Automata Buchi Unambigu dan Lengkap
Proposisi berikut ini menyatakan bahwa suatu automata Buchi unambigu merupakan suatu
automata kodeterministik.
Proposisi 2
Misalknn d=(l,Q,E,l,Fl suatu sutomata Buchi trim. Jika A automata unambigu
maka A kodeterministik Jika A lengkap maka untuk setiap pasang (a,ql eZxQ , ada
paling sedikit sebuah p e Q sedemikian sehingga p1q rnerupalcan suatu transisi di
A.
Bukti;
Akan dibuktikan A kodeterministik. Misalkan terdapat dua buah transisi pr 49 dan
p21q .Dan r dimisalkan sebagai lintasan final berlabelword u. Karena A automatatrim
maka state g merupakan state inisial untuk lintasan r . Karena lintasan-lintasan p1r dan prr
merupakan lintasan final berlabel word au , maka Pt = Pz. Sehingga terbukti A kodeterministik
Selanjutnya akan dibuktikan A lengkap. Misalkan g e Q dan a e I. Karena A
automata trim maka maka ada lintasan final r =94,$[2... bertabel word taY'hingga w. Jika A
automata lengkap maka word takhingga aw merupakan label dari lintasan final
t t  =eo1tez.. . .Karenal intasan r=qq1q2.. .  dan rt t  =goQt1z.. . ,keduanyamerupakanl intasan
final berlabelword takhingga w maka g=go. Dengan perkataan lain , harus terdapat suatu
suatutransisi  qo--5g diautomata A. D
Misalkan A=(l,Q,E,l,Fl suatu automata Buchi. Untuk suatu state g€Q, dapat
dibentuk automata Ao = (I,Q,g,{q},f} yaitu automata dengan himpunan state awal t = {q}-
Himpunan L(Aoladalah himpunan word takhingga yang merupakan label dari lintasan final ,
diamana state inisal dari lintasan tersebut adalah state g. Definisi dari automata Aq dan
himpunan word L(Aul tersebut diperlukan dalam pembahasan proposisi 3 berikut ini.
Proposisi 3
Misalkan l=(l,,Q,E,l,Fl suatu automata Buchi. A adalah automata unambigu jika
dan hanya jika L(Aql pairwise disjoint. A automata knglap jikn dan hanya jila
E' = Uo.qL(An).
Bukti :
fdinasi Boolean Automata Buchi A-l13
Akan dibuktikan bahwa jika t(An) pairwise disjoint maka A automata unambigu.
ffiselkan word takhingga w=dt?z...zsdy*1dsa2... merupakan label dari dua lintasan yang
hrbeda , r1=poptpz... dan rz=eog$12... . Dan dimisalkan ada k terkecil sedemikian
ddngga px+ex. Word takhingga v=?p?p48k+2... sekaligus akan termasuk didalam
bryunan L(Ap*)dan L(Ao*), hal ini merupakan konhadiksi dengan asumsi bahwa L(Aql
pin+'ise disjoint. Pembuktian bahwa jika A automata unambigu maka t(Aq) pairwise disioint
&lah trivial.
Selanjutnya akan dibuktikan A automata lengkap jika dan hanya jika t" = go.ol(Aq).
"Er A automata lengkap maka setiap word taY,hingga merupakan label dari paling sedikit sebuah
fusan final. Sehinggaterbukti I' cUq.qL(An).
fita t' c [_lo.ol-(Ao] berlaku maka suatu word talchingga merupakan anggota suatu himpunan
t{A") dan juga merupakan label dari label lintasan final dengan state inisialnyaadalah q . n
Jika A automata trimmaka L(Aql*O. Sehingga A merupakan automataunambigu
rr*n lengkap jika dan hanya jlka power set dat', L(Aql merupakan partisi dari X' untuk setiap
q 
€Q.
Proposisi 3 , ini dapat digunakan untuk mengetahui apakah suatu automata merupakan
ilrtomata unambigu atau lengkap. Misalkan diberikan dua state yang berbeda q dan qt dari suatu
anromata A. Kemudian dihitung L(AqldanL(An,). Jika L(A"ldanL(Ao') disjoint untuk setiap
pasang qdan qt maka .A adalah automata unambigu. Himpun4n L,1 .ol(An)dikenal oleh
antomata Ao=(X,Q,E,Q,F) jika semua state dari .Ao merupakan state inisial. Selanjutnya
inklusi I' c Uq.oL(Aq) berlakujika dan hanyajika I' = L(Ao).
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Misalkan A, \ dan A, masing-masing merupakan automata Buchi unambigu dan
lengkap, dimana X =L(AI, XI= L(At)dan Xz=L(Azl. Jika digunakan metode baku yang
rcrdapat di (Eilenberg,l974) dalam pembentukan automata yang dapat mengenal himpunan X" ,
X 1U X zdan X,, f X z, automata yang terbenfuk belum tentu merupakan automata unambigu dan
lengkap. Pada bagian ini akan dibahas cara membentuk automata-automata Buchi unambigu dan
lengkap, yang dapat menerima himpunan word Xc, X, U Xrdan X1nX2.
Proposisi 4
Jika X himpunan word yang dikenal oleh automata Buchi unambigu dan-.
lengkap A = (X, Q, E,l, F) malm 4' = (E, Q, E, Q - l,Fl adalah automata . Buchi
unambigu dan lengkap , dan X" = L(A"|.
Bukt i :
A' adalah automata unambigu dan lengkap. Hal ini disebabkan karena sifat unambigu
atau lengkap tidak tergantung pada state inisial dari suatu automata.
Jika r dan rc masing-masing merupakan merupakan lintasan final , berlabel word w , di
automataA dan A" maka kedua lintasan tersebut identik. State Q adalah state inisial dari
automata A jika dan hanyajika Q bukan merupakan state inisial dari automata A'. Sehingga r
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adalah lintasan sukses di automata A jika dan hanya jika rcbukan merupakan lintasan sukses di
automata A'. Dengan perkataan lain Xc himpunan wordyangdikenal oleh Ac ' tl
Pada proposisi 4 , pernyataan A = (2,9,E,t,F) automata Buchi unambigu dan
lengkap, merupakan syarat perlu. Jika A automata Buchi unambigU maka mungkin akan terjadi
"ulw 
iora takhingga w merupatan label dari dua lintasan final. Lintasan pertama dengan state
uualqet danl intasankodui  denganstateawal q€l .Dalamhal in iwordw dikenaloleh
automata Ac . lika A automata Buchi lengkap maka ada word tat'hingga v yang bukan
merupakan label dari lintasan final. Word v C X ini juga tidak akan dikenal oleh automata Ac '
Selanjutnya akan dibahas sifat gabungan dan irisan aari automata Buchi unambigu daan
lengkap. Misalkan 4 = (E,Q ,E1,lyF1l dan 4 = (I,Qz ,E2,12,F21 , masing'masing
merupakan automata Buchi unambigu dan lengkap , dimana Xr = t(A) danX, = L(y'21' Akan
dibentuk automata-automata Buchi unambigU dan lengkap B = (l,Q,E,lB,Fl dan
Q=(f, ,Q,E, lc,Fl  sedemikiansehingga XIJXz:t(B) dan X, (1Xz-- L(C) '
Himpunan state untuk masing-masing automata B dan C didefinisikan sebagai
e =er ;a;{t;t sru," g = {er,ez,Ele Q, dimanz_ Qt eQt, QzeQ, dan e efi,z\'
Relasi transisi di automata B dan C didefinisikan sebagai berikut :
Misalkan p=(Pr,Pz,e)eQ dan g =(qpQ2,t t leQ .
(Pt,Pz,el- :--+(QrQz,atI  j ika pl  -19reE, dan PzlQzeE2 'dimana
ll , jika 9., e Ft
t  lz , j ikag.,  eF, dan QzeFz
" 
=11, j ika 
eteFt dan qreF,
l" , lainnYa
Himounan state final di automata B dan C didefinisikan sebagai berikut :
F =kqt,qz,q '  O |  9z e Fzdan e =1)
Karakteristik dari state final , dinyatakan dalam lemma berikut ini.
Lemma 5
Misalkan e =(e.i,q2,1) statefnal dan u word hingga sedemikian sehingga LI'q=cl
Lintasaan u>q , yang membentuk loop di Q, akan memuat state Qt ={q'.,,ql,e'l
d.imana qt, . Fr.
Bukti : [Z.Rustam,2002b] . n
Berdasarkan pendefinisian relasi transisi seperti yang telah dibahas sebelumnya , d
automataA=(!,Q,E,I,F) adalah kodeterministik. Automata A disini adalah notasi penggro
untuk B dan C.
Berdasarkan lemma 6 , setiap loop yangmengandung suatu state final akan memuat dua buah e
g dan g/ sedemikian sehingga 4t e Ft dan qt, e Fr'. Hal ini menunjukkan bahwa untuk stnql
himpunan state inisial f , automataA=(2,Q,E,1;F)adalah unambigu dan lengkap' tld
pembuktian selengkapnya bahwa A adalah automata unambigu dan lengkap, perlu didefrnisflnt
fungsi fi yangmemetakan lintasan final di A ke pasangan lintasan frnal di automata 4 dn\'
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Misalkan r = qoq1q2... adalah lintasan final berlabel word tak hingga w = Eo?,Pz---di
rutomata A , dimana qt = (q'r,qtr,a,) e Q , ql eQ d* qL eQz.
Lintasan r dapat dinyatakan juga dalam bentuk ,.
r: go ---t-tgr "' )g
Definisikan r(rl=(rt,rzl dimana r., dan r, masing-masing merupakan lintasan final , berlabel
*ord taV.hingga w, di automata A1 danA2.
\ tQl--ql  '**
rz : 42 -5+ q, -3+ q'zr-:L)...
Sifat dari fungsi r dapatdinyatakan dalam lemma berikut ini ,
Lemma 6
r adalahfungsi bijektif dari himpunan lintasan final di ,4 ke himpunan pasangan lintasan
di 4 danAr,
Proposisi 7
Jika 4 = (X,Q,Ef lf F1, dan A, =(X,Q2,E2,12,F21 , masing-masing merupakan
autornata unambigv dan lengkap , dimana Xr=Ll{l danXr=L(Azl, maka ada
automata-automata Buchi unambigu dan lenglap
B = (f,Q,E,l B,Fl danc= (x'Q'E'16'F) sedemikian sehingga x1u x2 = L(Bl dan
X1nX2 = t(C).
Bukt i :
Akan dibuktikan bahwa B=(l,Q,E,lB,Fl automata Buchi unambigu dan lengkap
sedemikian sehingga X1U X2 = t(B).
Misalkan \ dan r, masing-masing merupakan lintasan final ,berlabel word takhingga
w , di A.$anAr. Berdasarkan lemma 7 , terdapat lintasan final rberlabel word takhingga w di
B. Misalkan terdapat dua buah lintasan final r dan rt di B. Berdasarkan lemma 7 , t(rl dan
lr(r/) keduanya dibentuk oleh pasangan (r,1,rzl. Karena ,{ dan A, automata unambigu maka
r(rl = EVtl .Selanjutnya, karena z fungsi bijektif maka r = rt . Hal ini membuktikan bahwa
B automata unambigu.
Misalkan r ,rrdan r, masing-masing merupakan lintasan final ,berlabel word takhingga
w, di B, ArdanAr. Jika {1 dan 92 masing-masing adalah state inisial di lintasan \dan r,
maka state inisial dari lintasan r adalah Q = (qrQz,€l .
Definisikan himpunan state inisial dari automata di B sebagai berikut :
t ,  = {  (Q,t ,c lz,sl  Iq,  e I ' ,atau gl  e l1 ,e = { t ,Z} } .
Pendefinisian himpunan state inisial seperti ini akan membentuk automata Buchi unambigu dan
lengkap S = (l,Q,E,l",F) sedemikian sehingga X1U X2 = L(B)
Pembuktian bahwa Q:(!,Q,E,lc,Fl merupakan automata Buchi unambigu dah
rmgkap sedemikian sehingga Xlnxz = t(C), dapat dilakukan dengan cara yang sama seperti
datas , kecuali dalam pendefinisian himpunan 16 . Himpunan state inisial untuk automata C,
didefinisikan dengan cara sebagai berikut:
t" = { (erez,El lq, . t, dan g' e 11 ,E = {t,Z} }.
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5. Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan diatas beberapa kesimpulan utama dari makalah ini sebagai
berikuf Proposisi 3 , dapat digunakan untuk mcngetahui apakatr suahr automata merupakan
automata unambigu abu lengkap. Komplemen dari automata Buchi unambigu dan lengkap juga
merupakan automata Buchi unambigu dan lengkap. Pada pembuktian proposisi 7 diberikan cara
membenhrk automata-automata Buchi unambigu dan lengkap, yang dapat menerima himpunan
word XrU& d* himpunan X1nX2.
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